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Re´sume´
On montre que toute dg-alge`bre propre et lisse (sur un anneau de base k) est de´termine´e
a` quasi-isomorphisme pre`s par sa An-alge`bre sous-jacente pour un certain n. De meˆme,
tout morphisme entre dg-alge`bres propres et lisses est de´termine´ a` homotopie pre`s par le
morphisme induit sur les An-alge`bres sous-jacentes. On de´montre de plus que si k est local
alors l’entier n peut eˆtre choisi uniformement pour toutes les dg-alge`bres propres et lisses
dont deux invariants nume´riques (le type et la dimension cohomologique) sont borne´s.
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1 Introduction
Soit k un anneau commutatif. Une k-dg-alge`bre (associative et unitaire) B peut aussi eˆtre
conside´re´e comme une An-alge`bre (pour laquelle µi = 0 pour i > 2, voir par exemple [Ke1, Lef,
Ma]). L’objectif de cet article est d’e´tudier sous quelles conditions sur B existe-t-il un entier n tel
que B soit determine´e a` quasi-isomorphisme pre`s par sa An-alge`bre sous-jacente. Les re´sultats
principaux de ce travail affirmentque cela est toujours le cas lorsque la dg-alge`bre B est propre
et lisse, c’est a` dire lorsque B est parfait comme complexe de k-modules et aussi comme un
bi-B-dg-module (voir [Ke2, Ko-So, To-Va1]). Plus pre´cise`mment, notre prermier re´sultat est le
the´ore`me suivant.
The´ore`me 1.1 (voir Cor. 2.11 et Cor. 4.6) Soit B et B′ deux k-dg-alge`bres propres et lisses
sur k, et pour un entier m notons i∗m(B) et i
∗
m(B
′) les Am-alge`bres sous-jacentes. Alors il existe
un entier n ve´rifiant les conditions suivantes.
1. Si i∗n(B) et i
∗
n(B
′) sont quasi-isomorphes comme An-alge`bres, alors B et B
′ sont quasi-
isomorphes comme dg-alge`bres.
2. L’application
[B,B′] −→ [i∗n(B), i
∗
n(B
′)]
de l’ensemble des morphismes dans la cate´gorie homotopique des dg-alge`bres vers l’ensemble
des morphismes dans la cate´gorie homotopique des An-alge`bres est injective.
Les re´sultats que nous de´montrons sont en re´alite´ plus pre´cis que l’e´nonce´ pre´ce´dent, car ils
affirment que les morphismes naturels sur les espaces de morphimes et les espaces d’e´quivalences
Map(B,B′) −→Map(i∗n(B), i
∗
n(B
′))
Mapeq(B,B′) −→Mapeq(i∗n(B), i
∗
n(B
′)),
posse`de des re´tractions a` homotopie pre`s.
Le the´ore`me 1.1 est une intepre´tation du fait que les dg-alge`bres propres et lisses sont deter-
mine´es par leurs An-alge`bres sous-jacentes (pour un n qui varie avec les dg-alge`bres conside´re´es).
C’est pour cette proprie´te´ remarquable que nous utilisons l’expression finitude homotopique qui
apparait dans notre titre.
Le second re´sultat de ce travail pre´cise que l’entier n peut eˆtre choisit uniforme´ment pour
toutes les dg-alge`bres propres et lisses dont deux invariants nume´riques, que nous appelons le
type et la dimension cohomologique, sont borne´s. Un type est une application a` support fini
ν : Z −→ N. Une k-dg-alge`bre B qui est propre est alors de type ν si pour tout morphisme
k −→ K avec K un corps, on a pour tout i ∈ Z
DimKH
i(B ⊗Lk K) ≤ ν(i).
Pour une k-dg-alge`bre lisse B, nous introduisons un second invariant d ∈ N, appele´ la dimension
cohomologique, qui mesure d’une certaine fac¸on la longueur d’une re´solution libre de B comme
un bi-B-dg-module (on renvoie a` la de´finition 2.6 pour les de´tails sur cette notion). Notre second
the´ore`me s’e´nnonce alors comme suit.
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The´ore`me 1.2 (voir Cor. 4.2) Supposons que k soit un anneau local. Alors, pour tout type ν
et tout entier d, il existe un entier n(ν, d) tel que pour toutes k-dg-alge`bres B et B′ de type ν et
de dimension cohomologique infe´rieure a` d on ait les deux proprie´te´s suivantes.
1. Si i∗n(B) et i
∗
n(B
′) sont quasi-isomorphes comme An-alge`bres, alors B et B
′ sont quasi-
isomorphes comme dg-alge`bres.
2. L’application
[B,B′] −→ [i∗n(B), i
∗
n(B
′)]
est injective.
Tout comme le the´ore`me 1.1 nous de´montrerons en re´alite´ un e´nonce´ plus pre´cis portant sur
les espaces de morphismes et les espaces d’e´quivalences. De plus, lorsque k n’est plus local nous
montrons que le the´ore`me 1.2 reste valable localement pour la topologie de Zariski sur Spec k
(voir Thm. 4.1). Enfin, la preuve que nous donnons du the´ore`me 1.2 montre que l’entier n(ν, d)
ne de´pend que du couple (ν, d) et non pas de l’anneau k (voir Thm. 4.7).
Avant de donner quelques ide´es des preuves des the´ore`mes 1.1 et 1.2 mentionons le corol-
laire suivant. Pour cela, on rappelle qu’une A∞-alge`bre B sur un corps k est minimale si la
diffe´rentielle de son complexe sous-jacent est nulle (voir [Ke1, Lef]). On montre alors (voir [Lef])
que deux A∞-alge`bres minimales sont isomorphes dans Ho(k − A∞ − alg) si et seulement si
elles sont A∞-isomorphes (i.e. isomorphes dans une certaine cate´gorie de A∞-alge`bres et A∞-
morphismes). On de´duit alors du the´ore`me 1.2 le corollaire suivant, qui est une autre incarnation
plus concre`te de la proprie´te´ de finitude homotopique.
Corollaire 1.3 Pour tout type ν et tout entier d ≥ 0 il existe un entier n(ν, d) qui posse`de
la proprie´te´ suivante. Pour tout corps k, si {µi}i≥2 et {µ
′
i}i≥2 sont deux structures de A∞-
alge`bres (sur k) sur un meˆme complexe a` diffe´rentielle nulle fixe´ V , telles que les A∞-alge`bres
correspondantes B et B′ soient propres et lisses, et si µi = µ
′
i pour tout i ≤ n(ν, d), alors B et
B′ sont A∞-isomorphes (i.e. les structures {µi}i≥2 et {µ
′
i}i≥2 sont A∞-conjugue´es).
Un mot des preuves et des techniques utilise´es pour de´montrer les the´ore`mes 1.1 et 1.2.
Ces deux re´sultats utilisent de fac¸on essentielle le fait qu’une dg-alge`bre propre et lisse B est
homotopiquement de pre´sentation finie c’est a` dire que Map(B,−) commute a` e´quivalence pre´s
avec les colimites filtrantes. Ce dernier fait se de´montre a` l’aide de la the´orie homotopique des
dg-cate´gories, et une preuve se trouve dans [To-Va1]. Le fait que les dg-alge`bres propres et lisses
soient homotopiquement de pre´sentation finie implique presque imme´diatement le point (2) du
the´ore`me 1.1. En effet, si on note (in)! l’adjoint a` gauche du foncteur qui a` une dg-alge`bre
associe sa An-alge`bre sous-jacente, et L(in)! son foncteur de´rive´ a` gauche, on montre que l’on a
(voir Prop. 2.9)
HocolimnL(in)!i
∗
n(B) ≃ B.
Ainsi, si B est homotopiquement de pre´sentation finie, il existe un entier n tel que le morphisme
naturel L(in)!i
∗
n(B) −→ B posse`de une section a` homotopie pre`s, car l’identite´ de B se factorise
alors par un des L(in)!i
∗
n(B). Ceci implique alors que
[B,B′] −→ [i∗n(B), i
∗
n(B
′)] ≃ [L(in)!i
∗
n(B), B
′]
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posse`de une re´traction. Nous n’avons pas trouve´ de preuve aussi directe pour le point (1) du
the´ore`me 1.1. La preuve que nous en donnons utilise des techniques e´le´mentaires de ge´ome´trie
alge´brique au-dessus des spectres, encore appele´e nouvelle ge´ome´trie alge´brique corageuse (voir
[HAGII, To-Va2]). Le point cle´ est ici de remarquer que pour deux dg-alge`bres propres et
lisses B et B′ le foncteur Eq(B,B′) des e´quivalences entre B et B′, de´fini sur la cate´gorie des
anneaux en spectres commutatifs, en repre´sentable (i.e. est un sche´ma affine au-dessus de la
cate´gorie des spectres, voir Lem. 4.4). Ceci est un fait remarquable de la ge´ome´trie alge´brique
au-dessus des spectres, car ce foncteur restreint aux anneaux commutatifs usuels n’est en ge´ne´ral
pas repe´sentable par un sche´ma affine (sauf si B et B′ sont cohomologiquement concentre´es en
degre´ 0). De plus, comme B est homotopiquement de pre´sentation finie le foncteur Eq(B,B′)
est encore homotopiquement de pre´sentation finie, ce qui implique que l’anneau en spectres
commutatif qui le repre´sente est lui aussi homotopiquement de pre´sentation finie. On montre
alors de meˆme que le foncteur Eqn(B,B
′) des e´quivalences entre les An-alge`bres i
∗
n(B) et i
∗
n(B
′)
est repre´sentable par un anneau en spectres commutatifs. Enfin, comme nous l’avons de´ja` vu
plus haut on a Eq(B,B′) ≃ HolimnEqn(B,B
′), et le caracte`re de pre´sentation finie de Eq(B,B′)
implique qu’il existe un entier n tel que Eq(B,B′) −→ Eqn(B,B
′) posse`de une re´traction.
Le the´ore`me 1.2 quand a` lui se de´duit du the´ore`me 1.1 et d’une proprie´te´ de quasi-compacite´
du foncteur des classes d’e´quivalences k-dg-alge`bres propres, lisses de type ν et de dimension
cohomologique infe´rieure a` d. En effet, nous montrons (voir Thm. 3.8) l’existence d’une k-
alge`bre commutative A0 et d’une A0-dg-alge`bre B0 propre, lisse de type ν et de dimension
cohomologique infe´rieure a` d, telle que pour toute k-dg-alge`bre B propre, lisse de type ν et de
dimension cohomologique infe´rieure a` d il existe des e´le´ments f1, . . . , fm ∈ k avec
∑
fi = 1, et
des morphismes A0 −→ k[f
−1
i ] tels que pour tout i on ait
B0 ⊗
L
A0 k[f
−1
i ] ≃ B ⊗k k[f
−1
i ],
dans la cate´gorie homotopique des k[f−1i ]-dg-alge`bres. En d’autre termes, le sche´ma affine
SpecA0 domine, au sens de la topologie de Zariski, le foncteur des classes d’e´quivalences de dg-
alge`bres propres, lisses de type ν et de dimension cohomologique d. Le the´ore`me 1.1 applique´ aux
A0⊗kA0-dg-alge`bres B0⊗
L
A0
(A0⊗kA0) et (A0⊗kA0)⊗
L
A0
B0 implique facilement le the´ore`me 1.2.
Pour terminer cette introduction, signalons que les re´sultats de ce travail peuvent, et prob-
ablement doivent, eˆtre conside´re´s dans le contexte des champs alge´briques supe´rieurs et meˆme
de´rive´s (voir par exemple [To1]). On peut en effet espe´rer que le champ des dg-alge`bres propres
et lisses est un D−-champ localement ge´ome´trique et localement de pre´sentation fini au sens
de [To-Va1], c’est a` dire une re´union croissante de n-champs d’Artin (au sens de´rive´) de type
fini. De plus, notre caracte´risation des familles quasi-compactes de dg-alge`bres propres et lisses
laisse penser que le sous-champ des dg-alge`bres dont le type et la dimension cohomologique sont
borne´s est un champ d’Artin de type fini. Une approche naturelle pour de´montrer le caracte`re
alge´brique du champ des dg-alge`bres propres et lisses et d’appliquer le crite`re d’Artin, e´tendu
par J. Lurie au cadre de´rive´. Cependant, la ve´rification des conditions de ce crite`re ne parrait
pas totalement e´vidente. Par exemple, montrer que ce champ est localement de pre´sentation
finie ne semble imme´diat (voir le papier compagon [To2] pour une preuve de ce fait). Il en est
de meˆme de l’alge`brisation des de´formations formelles. La question du caracte`re alge´brique du
champ des dg-alge`bres propres et lisses reste donc ouverte, et c’est pour cette raison que le point
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de vue des champs n’a pas e´te´ adopte´ dans ce travail.
En effet, les the´ore`mes 1.1 et 1.2 sont des conse´quences du fait que le champ des dg-
Remerciements: Je tiens a` remercier D. Kaledin et T. Pantev pour des discussions sur les
proprie´te´s de finitudes des dg-alge`bres propres et lisses qui ont inspire´es les re´sultats de ce travail.
Conventions et notations: Nous nous excusons de ne´gliger les conside´rations d’univers,
et nous laissons le soins au lecteur de fixer des univers lorsque cela s’ave`re ne´cessaire.
Notre re´fe´rence pour les cate´gories de mode`les est [Ho]. Pour une cate´gorie de mode`les
M nous notons Ho(M) sa cate´gorie homotopique, et [−,−] l’ensemble des morphismes dans
Ho(M). Pour deux objets x et y dans M nous notons MapM (x, y), ou bien Map(x, y) si le
contexte est clair, l’ensemble simplicial des morphismes tel que de´fini dans [Ho, §5]. L’objet
Map(x, y) sera souvent conside´re´ directement dans Ho(SEns). Nous noterons Mapeq(x, y) le
sous-ensemble simplicial de Map(x, y) qui est la re´union des composantes connexes correspon-
dant aux e´quivalences entre x et y. Enfin, les produits fibre´s homotopiques seront note´ x×hz y.
Tous les monoides conside`re´s dans ce travail seront associatifs et unitaires (ainsi, tous nos
anneaux seront associatifs et unitaires). De meˆme, tous les modules sur un monoide seront
unitaires (ainsi, tous nos modules sur un anneau seront unitaires). Nous mettons en garde le
lecteur que pour un anneau B la notation B−Mod fait re´fe´rence a` la cate´gorie des B-dg-modules,
et donc des complexes de B-modules, et non pas a` la cate´gorie des B-modules au sens usuels
(cette dernie`re ne sera pas note´e).
Pour un anneau commutatif k on note C(k) la cate´gorie des complexes non borne´s de k-
modules. On la munit de sa structure de mode`les projectives pour laquelle les e´quivalences sont
les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les e´pimorphismes.
2 Dg-alge`bres
Pour tout ce premier chapitre nous fixons un anneau commutatif k.
Commenc¸ons par rappeler que la cate´gorie des k-dg-alge`bres est par de´finition la cate´gorie des
monoides associatifs et unitaires dans la cate´gorie monoidale C(k) des complexes de k-modules
(non borne´s). Elle sera note´e k − dg − alg.
2.1 La the´orie homotopique des dg-alge`bres
On munit la cate´gorie k − dg − alg de la structure de cate´gorie de mode`les pour laquelle les
fibrations sont les e´pimorphismes et le e´quivalences sont les quasi-isomorphismes. L’existence
de cette structure de mode`les se de´duit des the´ore`mes ge´ne´raux de [S-S] applique´s a` la cate´gorie
de mode`les monoidales C(k) des complexes de k-modules.
On donne ci-dessous quelques proprie´te´s de la cate´gorie de mode`les des k-dg-alge`bres. Elles
seront utilise´es de fac¸on implicite par la suite.
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• La cate´gorie de mode`les k − dg − alg est engendre´e par cofibration. Pour ensembles
ge´ne´rateurs de cofibrations et de cofibrations triviales on peut prendre l’image de ceux de
la cate´gorie de mode`les C(k) par le foncteur ”k-dg-alge`bre libre” C(k) −→ k − dg − alg.
• Le foncteur d’oubli
k − dg − alg −→ C(k)
pre´serve les cofibrations (voir [S-S]). En particulier, une k-dg-alge`bre cofibrante est aussi
cofibrante comme complexe de k-modules, et en particulier est un complexe de k-modules
projectifs sur k.
• Pour un morphisme d’anneaux commutatifs u : k −→ k′ on dispose d’une adjonction de
Quillen
−⊗k k
′ : k − dg − alg ⇆ k′ − dg − alg : f,
ou` l’adjoint a` droite f est le foncteur d’oubli. L’adjonction de´rive´e sera note´e
−⊗Lk k
′ : Ho(k − dg − alg)⇆ Ho(k′ − dg − alg) : f,
et en ge´ne´ral nous omettrons de noter le foncteur f .
• La cate´gorie de mode`les k−dg− cat est compactement engendre´e au sens de [To-Va1]. En
particulier, les objets homotopiquement de pre´sentation finie sont exactement les objets
e´quivalents aux retractes d’objets cellulaires finis. De fac¸on plus pre´cise, pour tout entier n
notons Sk(n) la k-dg-alge`bre libre engendre´e par un e´le´ment x en degre´ −n avec d(x) = 0,
et Dk(n) la k-dg-alge`bre libre engendre´e par un e´le´ment α en degre´ −n− 1 et un e´le´ment
β en degre´ −n avec d(α) = β. On dispose d’un morphisme naturel Sk(n) −→ Dk(n + 1)
qui envoie x sur β. On note I l’ensemble de ces morphismes Sk(n) −→ Dk(n + 1) pour
n ∈ Z, qui est un ensemble ge´ne´rateur de cofibrations pour k − dg − alg.
Un objet B ∈ k − dg − Akg est I-cellulaire fini s’il existe une suite finie de diagrammes
cocarte´siens dans k − dg − alg
Bi // Bi+1
Sk(ni) //
OO
Dk(ni + 1),
OO
avec Br = B pour un certain r, et B0 = k.
Un objet B est homotopiquement de pre´sentation finie si pour tout syste`me inductif filtrant
d’objets (Cα)dans k − dg − alg le morphisme naturel
ColimαMap(B,ColimαCα) −→Map(B,ColimαCα)
est une e´quivalence.
On montre alors que les objets homotopiquement de pre´sentation finie dans k−dg−alg sont
exactement les objets e´quivalents a` des re´tractes d’objets I-cellulaires finis (voir [To-Va1]).
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2.2 Cate´gories de´rive´es
Pour une k-dg-alge`bre B, on de´finit la cate´gorie des B-dg-modules comme e´tant la cate´gorie des
modules a` gauche dans C(k) sur le monoide B (voir [S-S]). Cette cate´gorie sera note´e B−Mod,
et est munie de la structure de mode`les pour laquelle les fibrations sont les e´pimorhismes et les
e´quivalences sont les quasi-isomorphismes.
De´finition 2.1 La cate´gorie de´rive´e d’une k-dg-alge`bre B est la cate´gorie homotopique de la
cate´gorie de mode`les B −Mod. Elle est note´e
D(B) := Ho(B −Mod).
La cate´gorie de mode`les B −Mod est stable au sens de [Ho, §7], ainsi la cate´gorie D(B)
he´rite d’une structure naturelle de cate´gorie triangule´e (les triangles distingue´s e´tant les images
dans D(B) des suites exactes de cofibrations dans B −Mod).
Pour un morphisme de k-dg-alge`bres B −→ B′ on dispose d’une adjonction de Quillen
B′ ⊗B − : B −Mod⇆ B
′ −Mod : f,
ou` l’adjoint a` droite f est le foncteur d’oubli. Ceci induit une adjonction au niveau des cate´gories
de´rive´es
B′ ⊗LB − : D(B)⇆ D(B
′) : f,
et comme pre´cemment nous oublierons ge´ne´ralement de noter le foncteur f . Cette adjoint est
de plus une e´quivalence de Quillen si le morphisme B −→ B′ est un quasi-isomorphisme (voir
[S-S]).
Rappelons que pour une cate´gorie triangule´e T et un objet X ∈ T on note < X >⊂ T
la sous-cate´gorie triangule´e e´paisse (i.e. stable par facteurs directs) engendre´e par l’objet X
(voir e.g. [Ne]). Par de´finition, < X > est la plus petite sous-cate´gorie triangule´e e´paisse de T
contenant X.
De´finition 2.2 La cate´gorie de´rive´e parfaite d’une k-dg-alge`bre B est de´finie par
Dparf (B) =< B >⊂ D(B).
Les objets de Dparf (B) seront appele´s les B-dg-modules parfaits.
On rappelle que les B-dg-modules parfaits posse`dent les proprie´te´s suivantes.
• Un objet de D(B) est parfait si et seulement s’il est compact au sens de [Ne]. De meˆme,
un B-dg-module est parfait si et seulement s’il est homotopiquement de pre´sentation finie
dans la cate´gorie de mode`les B −Mod. Ansi, un B-dg-module est parfait si et seulement
s’il est e´quivalent a` un re´tracte d’un B-dg-module I-cellulaire fini (voir [To-Va1] pour plus
de de´tails).
• Les B-dg-modules sont stables par re´tractes, extension et de´calage.
• Lorsque B est une k-alge`bre (non dg), les B-dg-modules parfaits sont exactement les
complexes de B-modules quasi-isomorphes a` des complexes borne´s de B-modules projectifs
de type fini.
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• Les objets parfaits sont stables par changement de bases: pour un morphisme de k-dg-
alge`bres B −→ B′ le foncteur − ⊗LB B
′ envoie B-dg-modules parfaits sur B′-dg-modules
parfaits.
2.3 Lissite´ et proprete´
Pour deux k-dg-alge`bres B et B′ on peut former leur produit tensoriel B ⊗k B
′ qui est encore
une A-dg-alge`bre. Cette construction peut se de´river a` gauche en posant
B ⊗Lk B
′ := Q(B)⊗k B
′,
ou` Q est un foncteur de remplacement cofibrant dans k − dg − alg. Ce produit tensoriel de´rive´
est alors compatible avec la notion de quasi-isomorphisme et induit une structure monoidale
syme´trique
−⊗Lk − : Ho(k − dg − alg) ×Ho(k − dg − alg) −→ Ho(k − dg − alg).
Notons que cette structure monoidale est compatible avec celle sur la cate´gorie D(k) = Ho(C(k)),
dans le sens ou` le diagramme suivant commute a` un isomorphisme naturel pre`s
Ho(k − dg − alg)×Ho(k − dg − alg) //

Ho(k − dg − alg)

D(k)×D(k) // D(k),
ou` les foncteurs verticaux sont les foncteurs d’oubli des structures d’alge`bres, et les foncteurs
horizontaux sont les produits tensoriels de´rive´s −⊗Lk −.
Pour une k-dg-alge`bre B on conside`re B comme un dg-module sur B ⊗k B
op, ou` le facteur
B ope`re par multiplication a` gauche et le facteur Bop ope`re par multiplication a` droite. Par
ailleurs, le morphisme naturel Q(B) −→ B induit un morphisme de k-dg-alge`bres
B ⊗Lk B
op −→ B ⊗k B
op,
ce qui permet de voir B aussi comme un B ⊗Lk B
op-dg-module. On conside`re ainsi B comme un
objet dans D(B ⊗Lk B
op).
De´finition 2.3 Soit B une k-dg-alge`bre.
1. La k-dg-alge`bre B est propre si B est parfait comme objet de D(k) (i.e. si le complexe de
k-modules sous-jacent a` B est parfait).
2. La k-dg-alge`bre B est lisse si B est parfait comme objet dans D(B ⊗Lk B
op).
Remarque 2.4 1. Il est important de remarquer que les notions pre´ce´dentes de lissite´ et de
proprete´ de´pendent du choix de l’anneaux de base k.
2. Pour plus d’explication sur la terminologie de lisse et propre on renvoie a` [Ko-So, To-Va1],
ou` le lecteur trouvera aussi des exemples de telles dg-alge`bres.
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Un re´sultat cle´ concernant les dg-alge`bres propres et lisses est le the´ore`me suivant, tire´ de
[To-Va1], et dont la preuve, qui utilise la the´orie homotopique des dg-cate´gories, ne sera pas
reproduite ici. Ce the´ore`me est a` la base du the´ore`me de finitude que nous de´montrerons au
pargraphe 4.
The´ore`me 2.5 ([To-Va1]) Toute k-dg-alge`bre propre et lisse est homotopiquement de pre´sentation
finie.
2.4 Dimension cohomologique des dg-alge`bres lisses
Soit B une k-dg-alge`bre cofibrante. On conside`re l’adjonction de Quillen
B ⊗k − : C(k)⇆ B −Mod : f,
ou` f est le foncteur d’oubli. Comme B est cofibrante elle est plate, et ces deux foncteurs
pre´servent les e´quivalences. En posant F := (B ⊗k −) ◦ f , cette adjonction de´finit un foncteur
R∗ : B −Mod −→ sB −Mod,
ou` R∗(M) est l’objet simplicial de´fini par
R∗(M) : ∆
op −→ B −Mod
[n] 7→ F◦n(M).
Pour tout M ∈ B −Mod, l’objet simplicial R∗(M) est augmente´ sur M , et n’est autre que la
re´solution simpliciale standard deM associe´e a` l’adjonction pre´ce´dente (voir [Il]). En particulier,
le morphisme induit
|R∗(M)| := Hocolim[n]∈∆opRn(M) −→M
est un isomorphisme dans D(B−Mod) pour tout B-dg-moduleM . De plus, pourM ∈ B−Mod,
l’objet |R∗(M)| est naturellement e´quivalent a` la colimite filtrante
|R∗(M)| ≃ Colimk∈N|SqkR∗(M)|,
ou` |SqkR∗(M)| est la colimite homotopique du diagramme R∗(M) restreint a` la sous-cate´gorie
pleine ∆op≤k ⊂ ∆
op forme´e des objets [n] avec n ≤ k. On obtient ainsi un isomorphisme dans
D(B)
Colimk∈N|SqkR∗(M)| ≃M.
Soit maintenant B une k-dg-alge`bre quelconque, et Q(B) −→ B un mode`le cofibrant. Pour
un B-dg-moduleM , on peut conside´rer M comme un Q(B)-dg-module et appliquer la construc-
tion pre´ce´dente. Cela nous fournit alors un isomorphisme dans D(Q(B))
Colimk∈N|SqkR∗(M)| ≃M,
ou` la re´solutionR∗(M) est calcule´e dans lesQ(B)-dg-modules. Comme−⊗
L
Q(B)B : D(Q(B)) −→
D(B) est une e´quivalence de cate´gorie, nous conside`rerons aussi cet isomorphisme dans D(B)
(sans pour autant spe´cifier le changement de bases − ⊗LQ(B) B). Nous mettons en garde le
lecteur que l’objet |R∗(M)| dans D(Q(B)), vu comme un objet simplicial dans D(B) a` l’aide
du foncteur −⊗LQ(B) B n’est pas la re´solution libre standard du B-dg-module M en ge´ne´ral.
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De´finition 2.6 1. Un dg-module sur une k-dg-alge`bre B est de dimension cohomologique
infe´rieure a` d ∈ N si le morphisme d’augmentation
|SqdR∗(M)| −→M
posse`de une section dans D(Q(B)) ≃ D(B).
2. Un dg-module sur une k-dg-alge`bre est de dimension cohomologique infinie s’il n’est pas
de dimension cohomologique infe´rieure a` d pour tout d ∈ N. Il est de dimension coho-
mologique finie sinon.
3. Une k-dg-alge`bre B est de dimension cohomologique infe´rieure a` d ∈ N si le B⊗Lk B
op-dg-
module B est de dimension cohomologique infe´rieure a` d.
4. Une k-dg-alge`bre est de dimension cohomologique infinie si elle n’est pas de dimension
cohomologique infe´rieure a` d pour tout d ∈ N. Elle est de dimension cohomologique finie
sinon.
Remarque 2.7 1. Commenc¸ons pas remarquer que la notion de dimension cohomologique
d’une k-dg-alge`bre B de´pend du choix de la base k (car B ⊗Lk B
op de´pend de cette base).
2. Il est facile de voir qu’un dg-module qui est de dimension cohomologique infe´rieure a` d est
aussi de dimension cohomologique infe´rieure a` d′ pour tout d′ ≥ d. De meˆme pour une
k-dg-alge`bre.
3. Remarquons aussi que pour tout B-dg-module M on a
M ≃ Colimk∈N|SqkR∗(M)|.
Ainsi, si M est parfait il existe un entier k ≥ 0 tel que le morphisme d’augmentation
|SqkR∗(M)| −→M
posse`de une section dans D(B). Ceci montre qu’un tout dg-module parfait est de dimen-
sion cohomologique finie. En particulier, une k-dg-alge`bre lisse est toujours de dimension
cohomologique finie. Re´ciproquement on peut voir qu’un B-dg-module M qui est parfait
sur k et qui est de dimension cohomologique finie est aussi un B-dg-module parfait. Ainsi,
une k-dg-alge`bre propre est lisse si et seulement si elle est de dimension cohomologique
finie.
2.5 Dg-alge`bres, A∞-Alge`bres et An-alge`bres
Commenc¸ons par rappeler la notion d’ope´rade dans une cate´gorie monoidale syme´trique (voir
[Sp]). Dans ce qui suit nous ne conside`rerons que des ope´rades ”non-Σ” et unitaires, et les
alge`bres sur ces ope´rades seront toujours unitaires. D’apre`s [Sp] la cate´gorie des ope´rades
Op(C(k)) dans la cate´gorie des complexes de k-modules est munie d’une structure de cate´gorie de
mode`les pour laquelle les fibrations et les e´quivalences sont de´finis sur les complexes sous-jacents.
On rappelle d’apre`s l’existence des ope´rades A∞ et An au-dessus dans la cate´gorie monoidale
syme´trique C(k). Rappelons, qu’en tant qu’ope´rade dans les k-modules gradue´s (i.e. en oubliant
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la diffe´rentielle) A∞ est librement engendre´e par des ope´rations µi ∈ A∞(i) de degre´s 2− i. En
utilisant les notations de [Ma] on a
A∞ = Γ(µ2, µ3, . . . , µi, . . . ).
La diffe´rentielle sur A∞ est alors de´finie par la formule suivante
∂(µn) =
∑
i+j=n+1,i,j≥2
s=n−1∑
s=0
(−1)j+s(j+1)µi(1
⊗s ⊗ µj ⊗ 1
⊗i−s−1).
L’ope´rade A∞ est cofibrante pour la structure de mode`les de [Sp], et les alge`bres sur A∞
sont pre´cise`mment les A∞-alge`bres au sens usuel (e.g. de [Ke1, Lef]). Dapre`s [Sp], la cate´gorie
k−A∞ − alg, des alge`bres unitaires sur A∞ est munie d’une structure de cate´gorie de mode`les
pour laquelle les fibrations et les e´quivalences sont de´finis sur les complexes sous-jacents. De
plus, il existe un morphisme naturel d’ope´rades p : A∞ −→ Ass, ou` Ass est l’ope´rade des
alge`bres associatives. Ce morphisme induit une adjonction de Quillen
p! : k −A∞ − alg ⇆ k − dg − alg : p
∗
qui s’ave`re eˆtre une e´quivalence de Quillen. A travers ectte e´quivalence de Quillen nous identi-
fierons souvent la the´orie homotopique des k-dg-alge`bres avec celle de k-A∞-alge`bres, sans pour
autant mentionner l’e´quivalence (Lp!, p
∗).
Pour un entier n ≥ 2, on note An ⊂ A∞ la sous-ope´rade engendre´e par les ope´rations µi pour
2 ≤ i ≤ n. Les ope´rades An sont cofibrantes, et les alge`bres au-dessus de An sont pre´cise`mment
les An-alge`bres. Les morphismes d’inclusions in : An →֒ A∞ induisent des adjonctions de
Quillen
(in)! : k −An − alg ⇆ k −A∞ − alg : i
∗
n.
Lemme 2.8 Le morphisme naturel
HocolimnAn −→ A∞
est une e´quivalence dans Op(C(k)).
Preuve: Cela se de´duit du fait que les colimites filtrantes sont aussi des colimites homo-
topiques dans Op(C(k)), et du fait e´vident que ColimnAn ≃ A∞. ✷
Nous allons de´duire du lemme 2.8 le re´sultat suivant.
Proposition 2.9 Soient B et B′ deux k-dg-alge`bres. Alors le morphisme naturel d’ensembles
simpliciaux
Mapk−dg−alg(B,B
′) −→Mapk−A∞(p
∗(B), p∗(B′)) −→ HolimnMapk−An−alg(i
∗
np
∗(B), i∗np
∗(B′))
est un e´quivalence.
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Preuve: Le premier de ces morphismes est une e´quivalence car (p!, p
∗) est une e´quivalence
de Quillen. Il nous faut donc montrer que le second morphisme est aussi une e´quivalence.
Pour une cate´gorie de mode`les M nous noterons |M | l’ensemble simplicial nerf de la sous-
cate´gorie des e´quivalences dans M . On conside`re alors les morphismes naturels
|k −A∞ − alg|
q

// Holimn|k −An − alg|
r
uujjjj
jj
jj
jj
jj
jj
jj
|C(k)|,
ou` les morphismes vers |C(k)| sont induits par les foncteurs qui oublient les structures d’alge`bres
et ne retiennent que les complexes sous-jacents. On utilise alors les re´sultats de [Re1], ou plutoˆt
ses ge´ne´ralisations imme´diates au-dessus de C(k). D’apre`s [Re1, Thm. 1.2.15], pour E ∈ |C(k)|
un complexe, les morphismes induits sur les fibres homotopiques des morphismes q et r sont
e´quivalents aux morphismes naturels
MapOp(C(k))(A∞,REnd(E)) −→ HolimnMapOp(C(k))(An,REnd(E)),
ou` REnd(E) est l’ope´rade d’endomorphismes d’un mode`les cofibrant pour E. D’apre`s le lemme
2.8, ce dernier morphisme est un e´quivalence. On en de´duit donc que le morphisme
|k −A∞ − alg| −→ Holimn|k −An − alg|
est une e´quivalence.
Notons maintenant Mor(C(k)) la cate´gorie de mode`les des morphismes dans C(k) (munie
par exemple de sa structure projective pour laquelle les fibrations et les e´quivalences sont de´finies
sur les objets sous-jacents dans C(k)). La cate´gorie de mode`lesMor(C(k)) reste une cate´gorie de
mode`les monoidale syme´trique pour laquelle la structure monoidale est de´finie objets par objets
dans M . On dipose donc de cate´gorie de mode`les de A∞ et An-alge`bres dans Mor(C(k)), qui
s’identifie aux cate´gories de mode`les Mor(k −A∞ − alg) et Mor(k −An − alg). On peut donc
de nouveau appliquer [Re1, Thm. 1.2.15] au-dessus de la cate´gorie de base Mor(C(k)), et par
le meˆme argument que ci-dessus on obtenir une e´quivalence de nerfs
|Mor(k −A∞ − alg)| −→ Holimn|Mor(k −An − alg)|.
Pour terminer la preuve de la proposition 2.9, soient B et B′ deux points dans |k −A∞ − alg|.
On dispose d’un diagramme homotopiquement commutatif
|Mor(k −A∞ − alg)|
u //

|k −A∞ − alg| × |k −A∞ − alg|

Holimn|Mor(k −An − alg)| v
// Holimn(|k −An − alg| × |k −An − alg|),
ou` les morphismes horizontaux associent a` un morphisme sa source et son but. Les morphismes
verticaux e´tant des e´quivalences on en de´duit une e´quivalence entre les fibres homotopiques de
u et de v prises en le point (B,B′). Mais d’apre`s [Re2, Thm.8.3] ce morphisme induit sur les
fibres homotopiques est e´quivalent au morphisme
Mapk−A∞−alg(B,B
′) −→ HolimnMapk−An−alg(i
∗
n(B), i
∗
B(B
′)).
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Ceci termine la preuve de la proposition 2.9. ✷
Corollaire 2.10 Pour toute k-dg-alge`bre B (conside´re´e aussi comme une k − A∞-alge`bre) le
morphisme naturel
ColimnL(in)!i
∗
n(B) −→ B
est une e´quivalence.
Preuve: D’apre`s la proposition 2.9 pour tout B′ ∈ k − dg − alg le morphisme naturel
Mapk−dg−alg(B,B
′) −→Mapk−dg−alg(ColimnL(in)!i
∗
n(B), B
′)
≃ HolimnMapk−dg−alg(L(in)!i
∗
n(B), B
′) ≃ HolimnMapk−An−alg(i
∗
n(B), i
∗
n(B
′))
est une e´quivalence. Le lemme de Yoneda pour la cate´gorie homotopique Ho(k − dg − alg)
implique donc que le morphisme ColimnL(in)!i
∗
n(B) −→ B est un isomorphisme dans Ho(k −
dg − alg) et donc une e´quivalence. ✷
Corollaire 2.11 Pour toute k-dg-alge`bre B qui est homotopiquement de pre´sentation finie (e.g.
propre et lisse), il existe un entier n tel que le morphisme
L(in)!i
∗
n(B) −→ B
posse`de une section dans Ho(k − dg − alg).
Preuve: C’est une conse´quence imme´diate du corollaire 2.10 et de la de´finition d’eˆtre homo-
topiquement de pre´sentation finie. ✷
3 Familles quasi-compactes de dg-alge`bres propres et lisses
On fixe un anneau commutatif de base k.
3.1 Faisceaux quasi-compacts
Notons ̂k −Aff la cate´gorie des foncteurs k −Aff op = k − CAlg −→ Ens, de la cate´gorie des
k-alge`bres commutatives vers celle des ensembles. Nous aurons aussi a` conside´rer la cate´gorie
SPr(k − Aff), des objets simpliciaux dans ̂k −Aff (c’est aussi la cate´gorie des foncteurs
k − CAlg −→ SEns). La cate´gorie SPr(k − Aff) est munie de sa structure de mode`les
projective niveaux par niveaux (i.e. fibrations et e´quivalences sont de´finies objets par objets au-
dessus de k−Aff , nous n’inlcuons pas la topologie de Zariski dans cette structure de mode`les).
On dispose d’un foncteur
π0 : SPr(k −Aff) −→ ̂k −Aff
qui a` F associe le pre´faisceau A 7→ π0(F (A)). Le foncteur π0 est adjoint a` gauche du fonc-
teur d’inclusion ̂k −Aff −→ SPr(k − Aff) qui voit un pre´faisceau d’ensembles comme un
pre´faisceau d’ensembles simpliciaux constant dans la direction simpliciale.
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De´finition 3.1 Nous dirons qu’un foncteur F ∈ ̂k −Aff est quasi-compact s’il existe un
sche´ma affine X et un morphisme de pre´faisceaux X −→ F qui induise un e´pimorphisme sur
les faisceaux associe´s pour la topologie de Zariski sur k −Aff .
Remarque 3.2 Un morphisme de pre´faisceaux F −→ G qui induit un e´pimorphisme sur les
faisceaux Zariski associe´s sera appele´ un e´pimorphisme Zariski local.
En d’autres termes, le pre´faisceau F est quasi-compact si et seulement s’il existe une k-alge`bre
commutative A0 et un e´le´ment x ∈ F (A0), tels que pour tout A ∈ k − CAlg et tout y ∈ F (A),
il existe des e´le´ments a1, . . . , an ∈ A avec
∑
ai = 1, et des morphismes ui : A0 −→ A[a
−1
i ], avec
ui(x) = fi(y) dans F (A[ai]
−1), ou` fi : A −→ A[a
−1
i ] est le morphisme canonique.
Le lemme suivant fournit deux proce´de´s pour ve´rifier qu’un pre´faisceau est quasi-compact.
Lemme 3.3 1. Soit F −→ G un morphisme dans ̂k −Aff . On suppose que G est quasi-
compact et que pour tout sche´ma affine X et tout morphisme X −→ G le pre´faisceau
F ×G X est quasi-compact. Alors F est quasi-compact.
2. Soit F et G deux pre´faisceaux simpliciaux sur k −Aff
F,G : k −Aff op −→ SEns,
et f : F −→ G un morphisme. On suppose que le pre´faisceau π0(F ) est quasi-compact, et
que pour tout sche´ma affine X et tout morphisme X −→ G le pre´faisceau π0(F ×
h
GX) est
quasi-compact. Alors le pre´faisceau π0(F ) est quasi-compact.
3. Soit F un pre´faisceau tel qu’il existe un sche´ma quasi-compact X et un e´pimorphisme
Zariski local X −→ F , alors F est quasi-compact.
Preuve: (1) On choisit un e´pimorphisme Zariski local X −→ G, avec X un sche´ma affine.
Par hypothe`se on peut choisir un e´pimorphisme Zariski local Y −→ F ×G X avec Y un sche´ma
affine. Le morphisme compose´ Y −→ F ×G X −→ F est un encore un e´pimorphisme Zariski
local, car compose´ de deux e´pimorphismes Zariski locaux (on utilise ici que les e´pimorphismes
Zariski locaux sont stables par compositions et changement de bases).
(2) Pour tout sche´ma affine X et tout morphisme X −→ G, le morphisme naturel
π0(F ×
h
G X) −→ π0(F )×pi0(G) X
est un e´pimorphisme de pre´faisceaux, et en particulier un e´pimorphisme Zariski local. Par
hypothe`se π0(F ×
h
GX) est quasi-compact, et ainsi le pre´faisceau π0(F )×pi0(G)X est aussi quasi-
compact. On peut alors appliquer le point (1) au morphisme π0(F ) −→ π0(G).
(3) Le sche´ma est recouvert par un nombre fini d’ouverts Zariski affines Ui. On pose
U :=
∐
i U (coproduit pris dans les sche´mas), qui est un sche´ma affine. Alors, le morphisme
compose´ U −→ X −→ F est un e´pimorphisme Zariski local. ✷
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De´finition 3.4 Soit G ∈ Âff un pre´faisceau.
1. Une famille d’objets dans G est un sous-ensemble F ⊂ G(k).
2. Une famille F d’objets de G est quasi-compacte s’il existe un sous-pre´faisceau quasi-
compact F ⊂ G tel que F ⊂ F (k).
Remarque 3.5 Il est important de noter que la proprie´te´ de quasi-compacite´ de´pend d’un
pre´faisceau ambient G. En ge´ne´ral si G ⊂ G′ est une inlcusion de pre´faisceaux, une famille F
d’objets dans G peut tout a` fait eˆtre quasi-compacte comme famille d’objets dans G′ mais pas
comme famille d’objets dans G. Par exemple, on peut prendre pour G un sche´ma affine qui
n’est pas de type fini sur k, pour G′ un ouvert non quasi-compact de G et F := G′(k). La
famille F est quasi-compacte dans G′ car G′ est un sche´ma affine, mais n’est en ge´ne´ral pas
quasi-compacte dans G.
3.2 Caracte´risation des familles quasi-compactes de dg-alge`bres propres et
lisses
Pour tout A ∈ k − CAlg, nous noterons dga(A) l’ensemble des classes d’isomorphismes dans
la cate´gorie Ho(A − dg − alg). Pour un morphisme A −→ A′ dans k − CAlg, le foncteur de
changement de bases A′ ⊗LA − : Ho(A− dg − alg) −→ Ho(A
′ − dg − alg) induit une application
dga(A) −→ dga(A′).
Ceci de´finit un pre´faisceau dga ∈ ̂k −Aff . Nous de´finissons aussi dg− algp,l ⊂ dg− alg comme
e´tant le sous-pre´faisceau des dg-alge`bres propres et lisses.
De´finition 3.6 1. Une famille de k-dg-alge`bres propres et lisses est une famille d’objets
dans le pre´faisceau dg − algp,l (i.e. un sous-ensemble de l’ensemble des classes de quasi-
isomorphismes de k-dg-alge`bres propres et lisses).
2. Une famille F de k-dg-alge`bres propres et lisses est quasi-compacte si elle l’est comme
famille d’objets de dg − algp,l (au sens de la de´finition 3.4).
En termes plus explicites: une famille de k-dg-alge`bres propres et lisses F est quasi-compacte
s’il existe A ∈ k−CAlg et B0 une A-dg-alge`bre propre et lisse sur A, tels que pour tout B ∈ F ,
il existe des e´le´ments f1, . . . , fn ∈ k, avec
∑
fi = 1, et des morphismes A −→ k[f
−1
i ], tels que
B ⊗Lk k[f
−1
i ] ≃ B0 ⊗
L
k k[f
−1
i ]
pour tout i (il s’agit d’isomorphismes dans Ho(k[f−1i ] − dg − alg)). On voit en particulier que
lorsque k est un anneau local, on peut prendre n = 1 et f1 = 1. On dispose dans ce cas d’un
A-dg-alge`bre B0 propre et lisse sur A, tel que tout B ∈ F soit de la forme B0 ⊗
L
A k pour un
certain morphisme A −→ k.
Pour e´noncer notre the´ore`me de caracte´risation des familles quasi-compactes de k-dg-alge`bres
propres et lisse nous introduisons la notion de type d’une k-dg-alge`bre propre.
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De´finition 3.7 1. Un type est une application ν : Z −→ N qui est nulle en dehors d’un
intervalle fini (i.e. a` support fini).
2. Soit ν un type et A un anneau commutatif. Nous dirons qu’un complexe parfait E ∈
Dparf (A) est de type ν (relativement a` A) si pour tout corps K et tout morphisme
d’anneaux A −→ K on a
DimKH
i(E ⊗Lk K) ≤ ν(i) ∀ i ∈ Z.
3. Soit ν un type et A un anneau commutatif. Nous dirons qu’un A-dg-alge`bre propre B est
de type ν si son complexe sous-jacent est de type ν.
Le the´ore`me suivant caracte´rise les familles quasi-compactes de dg-alge`bres propres et lisses
comme les familles dont les types et les dimensions cohomologiques sont borne´s.
The´ore`me 3.8 Soit F ⊂ dg− algp,l(k) une famille de k-dg-alge`bres propres et lisses. Alors, F
est quasi-compacte si et seulement s’il existe un type ν et un entier d tels que les deux conditions
suivante soient satisfaites.
1. Toute dg-alge`bre B ∈ F est de type ν (relativement a` k).
2. Pour toute dg-alge`bre B ∈ F , il existe f1, . . . , fn ∈ k avec
∑
fi = 1, tels que chaque
B ⊗Lk k[f
−1
i ] soit de dimension cohomologique infe´rieure a` d (relativement a` k[f
−1
i ]).
La de´monstation de ce the´ore`me va prendre un certain temps, et nous y consacrons la fin
de cette section. La ne´cessite´ de la condition est facile et est laisse´e au lecteur. Nous nous
concentrerons sur la suffisance.
Soit ν : Z −→ N un type. Pour toute k-alge`bre commutative A ∈ k − CAlg, notons Eν(A)
le sous-ensemble de l’ensemble des classes d’isomorphismes de Dparf (A), forme´ des complexes
parfaits et de type ν (sur A). Pour un morphisme A −→ B dans k − CAlg, on dispose d’un
changement de base
B ⊗LA − : Dparf (A) −→ Dparf (B).
Ce foncteur pre´serve les objets de type ν. On obtient donc une application
B ⊗LA − : Eν(A) −→ Eν(B),
qui permet de voir A 7→ Eν(A) comme un objet de ̂k −Aff .
Lemme 3.9 Le pre´faisceau Eν est quasi-compact.
Preuve: Notons E le pre´faisceau sur k−Aff qui a` A ∈ k−CAlg associe l’ensemble des classes
d’isomorphismes d’objets dans Dparf (A). Notons X ∈ ̂k −Aff qui a` A associe l’ensemble des
complexes de A-modules
. . . Ani+1 //
di+1 // Ani
di // Ani−1
di−1 // . . . ,
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avec 0 ≤ ni ≤ ν(i) pour tout i. Il est facile de voir que X est repre´sente´ par une re´union disjointe
finie de sche´mas affines, dont les composantes parame´trisent les complexes pour lesquels les ni
sont tous fixe´s. On dispose d’un morphisme de pre´faisceaux
X −→ E
qui a` un complexes deA-modules comme ci-dessus associe sa classe d’isomorphisme dansDparf (A).
Il est facile de voir que ce morphisme se factorise a` travers le faisceau associe´
X //

a(X)
||zz
z
z
z
z
z
z
E
(on remarquera que le foncteur E : k − CAlg −→ Ens commute avec les produits finis, et donc
Hom(
∐
Xi, E) ≃ Hom(a(
∐
Xi), E), pour toute famille finie de sche´mas affines Xi). Il est clair
que le morphisme X −→ E se factorise par Eν ⊂ E . Enfin, il nous reste a` remarquer que le
morphisme induit
X −→ Eν
est un e´pimorphisme Zariski local. En effet, pour tout anneau local (A,m), et tout complexe
parfait E ∈ D(A) avec DimA/mH
i(E ⊗LA A/m) ≤ ν(i), il existe un complexe de A-modules
libres P ∗, avec rang(P i) ≤ ν(i), et un quasi-isomorphisme P ∗ −→ E. ✷
On continue de se fixer un type ν. Pour A ∈ k − CAlg, on note Fν(A) le sous-ensemble
de dga(A) forme´e des A-dg-alge`bres propres et de type ν. Cela de`finit un sous-pre´faisceau
Fν ⊂ dga.
Lemme 3.10 Le pre´faisceau Fν est quasi-compact.
Preuve: Nous allons appliquer le lemme 3.3 au morphisme naturel
Fν −→ Eν
qui a` une dg-alge`bre ne retient que son complexe sous-jacent. Pour cela, on de´finit deux
pre´faisceaux simpliciaux Fν et Eν de la fac¸on suivante.
Pour A ∈ k − CAlg, on conside`re la cate´gorie wA − dg − algcν , dont les objets sont les
A-dg-alge`bres cofibrantes, propres de type ν, et dont les morphismes sont les e´quivalences de A-
dg-alge`bres. Pour A 7→ A′ un morphisme dans k−CAlg, on dispose d’un foncteur de changement
de bases
A′ ⊗A − : wA− dg − alg
c
ν −→ wA
′ − dg − algcν .
Ceci permet de voir A 7→ wA − dg − algcν comme un pseudo-foncteur k − CAlg −→ Cat. A
e´quivalence pre`s, ce pseudo-foncteur se rectifie en un foncteur strict k − CAlg −→ Cat. En
composant avec le foncteur nerf N : Cat −→ SEns on obtient le pre´faisceau simplicial Fν . Par
de´finition, Fν(A) est naturellement e´quivalent au nerf de la cate´gorie wA − dg − alg
c
ν , ce qui
implique en particulier qu’il existe un isomorphisme de pre´faisceaux π0(Fν) ≃ Fν .
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De meˆme, pour A ∈ k − CAlg, on conside`re la cate´gorie wC(A)cν , dont les objets sont les
complexes de A-modules cofibrants, parfaits de type ν, et dont les morphismes sont les quasi-
isomorphismes. Pour A 7→ A′ un morphisme dans k − CAlg, on dispose d’un foncteur de
changement de bases
A′ ⊗A − : wC(A)
c
ν −→ wC(A
′)cν .
Ceci permet de voir A 7→ wC(A)cν comme un pseudo-foncteur k−CAlg −→ Cat. A e´quivalence
pre`s, ce pseudo-foncteur se rectifie en un foncteur strict k−CAlg −→ Cat. En composant avec
le foncteur nerf N : Cat −→ SEns on obtient le pre´faisceau simplicial Eν . Par de´finition, Eν(A)
est naturellement e´quivalent au nerf de la cate´gorie wC(A)cν , ce qui implique en particulier qu’il
existe un isomorphisme de pre´faisceaux π0(Eν) ≃ Eν .
Enfin, il existe un morphisme de pre´faisceaux simpliciaux
Fν −→ Eν ,
qui oublie la structure de dg-alge`bre. En appliquant les lemmes 3.3 et 3.9 on voit qu’il suffit
alors de montrer que pour tout sche´ma affine X = SpecA, et tout morphisme X −→ Eν , le
pre´faisceau π0(Fν ×
h
Eν
X) est quasi-compact.
On conside`re π0(Fν ×
h
Eν
X) comme un pre´faisceau sur k − Aff/X ≃ A − CAlg. D’apre`s
[Re1, Thm. 1.2.15], ce pre´faisceau se de´crit de la fac¸on suivante. Le morphisme X −→ Eν ,
correspond par le lemme de Yoneda a` un complexes de A-modules E, cofibrant et de type ν, que
l’on pourra supposer eˆtre strictement parfait (i.e. un complexe borne´ de A-modules projectifs
et de rangs finis). Alors, pour tout A′ ∈ A− CAlg, on a un isomorphisme naturel
π0(Fν ×
h
Eν
X)(A′) ≃ π0(MapOp(C(k))(A∞, End(E) ⊗A A
′),
ou` MapOp(C(k)) de´signe l’espace des morphismes dans la cate´gorie des ope´rades au-dessus de la
cate´gorie monoidale C(k), et ou` End(E) est l’ope´rade dans C(A) des endomophismes de l’objet
E. Or, comme l’ope´rade A∞ est cofibrante, et que toutes les ope´rades dans C(k) sont fibrantes,
le morphisme naturel
HomOp(C(k))(A∞, End(E) ⊗A A
′) −→ π0(MapOp(C(k))(A∞, End(E) ⊗A A
′))
est surjectif. Pour terminer la preuve du lemme 3.10 il nous suffit de remarquer que le fonc-
teur A′ 7→ HomOp(C(k))(A∞, End(E) ⊗A A
′) est repre´sentable par un sche´ma affine (ce qui se
de´duit facilement du fait que E est un complexe borne´ de A-modules projectifs de rangs finis). ✷
Lemme 3.11 Soit A ∈ k−CAlg, B ∈ A−dg−alg une A-dg-alge`bre propre et M et N deux B-
modules parfaits sur A. Soit HB(M,N) le pre´faisceau sur k−Aff/SpecA qui a` A
′ ∈ A−CAlg
associe l’ensemble des morphismes M⊗LAA
′ −→ N⊗LAA
′ dans la cate´gorie Ho(B⊗LAA
′−Mod).
Alors, HB(M,N) est quasi-compact.
Preuve: On peut commencer par supposer que B est une A-dg-alge`bre cofibrante. De meˆme,
on supposera que M est un B-module cofibrant.
Sous-lemme 3.12 Il existe un B-dg-module P qui soit un complexe borne´ de A-modules pro-
jectifs de rangs finis, et un isomorphisme dans Ho(B −Mod), P ≃ N .
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Preuve du sous-lemme: Choissisons un complexe borne´ de A-modules projectifs libres et de
rangs finis P et un quasi-isomorphisme u : P −→ N . On factorise u en
P
j // N ′
p // N
avec j une cofibration triviale dans C(A) et p une fibration triviale dans C(A). On conside`re
End(p), la A-dg-alge`bre des endomophismes du diagramme de complexes de A-modules p :
N ′ → N . Par de´finition, on a
End(p) := End(N ′)×Hom(N ′,N) End(N).
On remarquera que le morphisme naturel
End(p) −→ End(N)
est un une fibration triviale de A-dg-alge`bres. Comme B est cofibrante, le morphisme B −→
End(N) qui de´termine la structure de B-dg-module sur N se rele`ve a` un morphisme B −→
End(p). En d’autres termes, il existe une structure de B-dg-module sur N ′ tel que le morphisme
p : N ′ −→ N soit une e´quivalence. Ceci montre que l’on peut remplacer N par N ′ est donc
supposer que le morphisme u est une cofibration triviale de complexes de A-modules.
Le morphisme
f : End(u) −→ End(N)
est alors une e´quivalences de A-dg-alge`bres. Ainsi, comme B est cofibrante le morphisme α :
B −→ End(N) se rele`ve en un morphisme β : B −→ End(u) a` homotopie pre`s. Soient Γ1(B)
un objet cylindre pour B et
h : Γ1(B) −→ End(N)
une homotopie entre f ◦ β et α. Le morphisme induit B −→ End(u) −→ End(P ) de´termine
une structure de B-dg-module sur P . Le morphisme h de´termine lui une structure de Γ1(B)-dg-
module sur le complexe N , et par les deux morphismes naturels B ⇒ Γ1(B), il de´termine aussi
deux structures de B-dg-modules sur le complexe N (nous noterons N1 et N2 les deux B-dg-
modules correspondants). Le premie`re de ces structures, disons N1, est la structure que l’on s’est
initialement donne´e sur N . La seconde, N2, est une structure de B-dg-modules tel que le mor-
phisme u : P −→ N2 soit un morphisme de B-dg-modules. Enfin, Comme les deux morphismes
B ⇒ Γ1(B) sont des e´quivalences qui posse`dent la projection naturelle Γ1(B) −→ B comme
re´traction en commun, les deux objets N1 et N2 sont isomorphes dans Ho(B − dg − Mod)
(les deux foncteurs Ho(Γ1(B)) ⇒ Ho(B − Mod) sont des quasi-inverses du meˆme foncteur
−⊗LΓ1(B) B). Ainsi, P est finalement isomorphe a` N1 = N dans Ho(B − dg −mod). ✷
On revient a` la preuev du lemme 3.11. En utilisant le sous-lemme 3.12, on supposera donc
de plus que N est un complexe borne´ de A-modules projectifs et de rangs finis. On conside`re
alors le pre´faisceau HomB(M,N), qui a` A
′ ∈ A − CAlg associe l’ensemble des morphismes
de B-dg-modules M −→ N ⊗A A
′. Comme le complexe sous-jacent a` N est un complexe
borne´ de A-modules projectifs de rangs finis, le foncteur HomB(M,N) est repre´sentable par un
sche´ma affine. Enfin, comme M est cofibrant et que tout B-module est fibrant, le morphisme
HomB(M,N) −→ HB(M,N) est un e´pimorphisme de pre´faisceau. Ceci montre que HB(M,N)
est quasi-compact. ✷
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Lemme 3.13 Soient A ∈ k − CAlg, B ∈ A− dg − alg une A-dg-alge`bre propre, M et N deux
B-modules parfaits sur A et f, g : M −→ N deux morphismes de B-dg-modules. Soit EQ(f, g)
le sous-pre´faisceau de SpecA qui a` A′ ∈ k−CAlg associe le sous-ensemble de X(A′) forme´ des
morphismes A −→ A′ tels que les deux morphismes
f ⊗LA A
′, g ⊗LA A
′ :M ⊗LA A
′ −→ N ⊗LA A
′
soient e´gaux dans la cate´gorie Ho(B ⊗LA A
′ −Mod). Alors, EQ(f, g) est quasi-compact.
Preuve: La preuve suit le meˆme principe que celle du lemme 3.11 et uitilise elle aussi le
sous-lemme 3.12.
On peut supposer que B est cofibrante, que M est cofibrant, et de plus d’apre`s le sous-
lemme 3.12 que N est un complexe borne´ de A-modules projectifs et de rangs finis. Soit Γ1(M)
un objet cyclindre pour le B-dg-module M . On conside`re alors HomB(f, g), le pre´faisceau sur
k−Aff/SpecA qui a` A′ ∈ A−CAlg associe l’ensemble des morphismes u : Γ1(M) −→ N⊗AA
′,
tels que les deux morphismes induits
M ⇒ Γ1(M) −→ N ⊗A A
′
soit e´gaux a` f ⊗AA
′ et g⊗AA
′. Le foncteur HomB(f, g) est repre´sentable par un sche´ma affine
au-dessus de X. De plus, le morphisme naturel
HomB(f, g) −→ X
a EQ(f, g) pour image. Ainsi, le pre´faisceau EQ(f, g) est quasi-compact. ✷
Lemme 3.14 Soient A ∈ k − CAlg, B ∈ A − dg − alg une A-dg-alge`bre propre et d ≥ 0 un
entier. Soit Xli,d le sous-pre´faisceau de X = SpecA, qui a` A
′ ∈ k − CAlg associe le sous-
ensemble de X(A′) forme´ des morphismes A −→ A′ tels que B ⊗LA A
′ soit lisse et de dimension
cohomologique infe´rieure a` d (relativement a` A′). Alors, Xli,d est quasi-compact.
Preuve: On conside`re B comme un B ⊗LA B
op-dg-module, et on lui applique la constuction
de sa re´solution libre standard de §2.4 (on peut pour simplifier supposer que B est cofibrante).
On conside`re alors le morphisme de B ⊗LA B
op-dg-modules
p : N := |SqdR∗(B)| −→ B.
Notons F le pre´faisceau simplicial sur k −Aff/SpecA qui a` A′ ∈ A− CAlg associe l’ensemble
des morphismes s :M −→ N ⊗LA A
′ de Ho(B ⊗LA B
op −Mod) tels que p ◦ s = id (toujours dans
Ho(B⊗LAB
op−Mod)). Le morphisme naturel F −→ X = SpecA a clairement pour pre´faisceau
image Xli,d. De plus, les lemmes 3.11 et 3.13 impliquent que F est quasi-compact. Ainsi, Xli,d
est quasi-compact. ✷
Preuve du the´ore`me 3.8: Notons Fν,d le pre´faisceau sur k −Aff qui a` A associe l’ensemble
des classes d’isomorphismes de A-dg-alge`bres B dans Ho(A−dg−alg) qui sont propres et lisses
et qui ve´rifient les deux conditions suivantes
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1. B est de type ν (relativement a` A).
2. Il existe a1, . . . , an ∈ A avec
∑
ai = 1, tels que chaque B ⊗A A[a
−1
i ] soit de dimension
cohomologique infe´rieure a` d (relativement a` A[a−1i ]).
Il s’agit bien entendu de montrer que le pre´faisceau Fν,d est quasi-compact.
Le pre´faisceau Fν,d est un sous-pre´faisceau de Fν conside´re´ dans le lemme 3.10. Soit
X = SpecA −→ Fν un e´pimorphisme Zariski local. Ce morphisme correspond a` une A-dg-
alge`bre B propre et de type ν. Par le lemme 3.14 Xli,d, le lieu ou` B est lisse de dimension
cohomologique infe´rieure a` d est quasi-compact. De toute e´vidence, le morphisme Xli,d −→ Fν
se factorise par Fν,d, et le morphisme induit Xli,d −→ Fν,d est un e´pimorphisme Zariski local.
Ceci termine la preuve du the´ore`me. ✷
4 Le the´ore`me de finitude homotopique
Nous arrivons enfin au the´oe`me de finitude homotopique qui s’e´nnonce comme suit.
The´ore`me 4.1 Soit k un anneau commutatif. Soient ν un type et d ∈ N. Alors, il existe un
entier n(ν, d) qui ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes.
1. Pour toute k-dg-alge`bre B propre et lisse, de type ν et de dimension cohomologique infe´rieure
a` d, il existe des e´le´ments f1, . . . , fn ∈ k avec
∑
i fi = 1 et tels que pour tout i les mor-
phismes naturels
L(in(ν,d))!i
∗
n(ν,d)(B ⊗k k[f
−1
i ]) −→ B ⊗k k[f
−1
i ]
posse`de une section dans Ho(k[f−1i ]− dg − alg).
2. Pour deux k-dg-alge`bres B et B′ propres et lisses, de type ν et de dimension cohomologique
infe´rieure a` d, il existe des e´le´ments f1, . . . , fn ∈ k avec
∑
i fi = 1 et tels que pour tout i
les morphismes d’ensembles simpliciaux
Mapk[f−1i ]−dg−alg
(B⊗kk[f
−1
i ], B
′⊗kk[f
−1
i ]) −→Mapk[f−1i ]−An(ν,d)−alg
(i∗n(ν,d)(B⊗kk[f
−1
i ]), i
∗
n(ν,d)(B
′⊗kk[f
−1
i ]))
Mapeq
k[f−1i ]−dg−alg
(B⊗kk[f
−1
i ], B
′⊗kk[f
−1
i ]) −→Map
eq
k[f−1i ]−An(ν,d)−alg
(i∗n(ν,d)(B⊗kk[f
−1
i ]), i
∗
n(ν,d)(B
′⊗kk[f
−1
i ]))
posse`dent des re´tractions dans la cate´gorie Ho(SEns).
Avant d’attaquer la preuve du the´ore`me nous en de´duisons le corollaire suivant.
Corollaire 4.2 Soit k un anneau local commutatif. Pour tout type ν e tout entier d ≥ 0, il
existe un entier n(ν, d) qui ve´rifie les conditions suivantes.
1. Pour toute k-dg-alge`bre B propre et lisse, de type ν et de dimension cohomologique infe´rieure
a` d, les morphismes naturels
L(in(ν,d))!i
∗
n(ν,d)(B) −→ B
posse`de une section dans Ho(k − dg − alg).
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2. Pour deux k-dg-alge`bres B et B′ propres et lisses, de type ν et de dimension cohomologique
infe´rieure a` d, les morphismes d’ensembles simpliciaux
Mapk−dg−alg(B,B
′) −→Mapk−An(ν,d)−alg(i
∗
n(ν,d)(B), i
∗
n(ν,d)(B
′))
Mapeqk−dg−alg(B,B
′) −→Mapeqk−An(ν,d)−alg(i
∗
n(ν,d)(B), i
∗
n(ν,d)(B
′))
posse`dent des re´tractions dans la cate´gorie Ho(SEns).
3. Deux k-dg-alge`bres B et B′ de type ν et de dimension cohomologique infe´rieure a` d sont
isomorphes dans Ho(k − dg − alg) si et seulement si les An(ν,d)-alge`bres i
∗
n(ν,d)(B) et
i∗n(ν,d)(B
′) sont isomorphes dans Ho(An(ν,d) − dg − alg).
4.1 Petit de´tour par la ”nouvelle ge´ome´trie alge´brique courageuse”
Pour ce paragraphe on se fixe un anneau commutatif k.
Soit Hk −Mod la cate´gorie de mode`les des Hk-modules dans les spectres syme´triques au
sens de [Ho-S-S]. On munira Hk−Mod de sa structure de cate´gorie de mode`les stbale et positive
de [S1]. Le smash produit de spectres syme´triques induit une structure monoidale syme´trique
− ∧Hk − sur Hk −Mod qui en fait une cate´gorie de mode`le monoidale ve´rifiant l’axiome du
monoide. Enfin, on notera Hk − CAlg la cate´gorie des monoides commutatifs dans Hk −Mod
(i.e. des Hk-alge`bres commutatives). D’apre`s [S1] elle est munie d’une structure de cate´gorie de
mode`les pour laquelle les fibrations et les e´quivalences sont de´finies dans Hk−Mod. De meˆme,
nous noterons Hk−Alg la cate´gorie des monoides dans Hk−Mod (i.e. des Hk-alge`bres). Elle
est elle aussi munie de sa structure de mode`les pour laquelle les fibrations et les e´quivalences
sont de´finies dans Hk −Mod. On sait qu’il existe une chaine d’e´quivalences de Quillen entre
Hk−Alg et k−dg−alg (voir [S2]). On identifiera les cate´gories homotopiques Ho(Hk−Alg) et
Ho(k− dg− alg) a` travers cette e´quivalence, ainsi que les ensembles simpliciaux de morphismes
correspondant.
Notons Hk − Aff la cate´gorie oppose´e a` Hk − CAlg, et SPr(Hk − Aff) la cate´gorie
des foncteurs Hk − CAlg −→ SEns. Nous munirons SPr(Hk − Aff) de sa structure de
mode`le projective niveaux par niveaux pour laquelle les e´quivalences et les fibrations sont de´finies
niveaux par niveaux au-dessus des objets de Hk − CAlg. Pour une Hk-alge`bre commutative
A ∈ Hk − CAlg, on pose
RSpecA : Hk − CAlg −→ SEns,
qui a` B ∈ Hk − CAlg fait correspondre l’ensemble simplicial des morphismes de Q(A) dans
R(B) (Hk − CAlg est une cate´gorie de mode`les simpliciale)
(RSpecA) := Hom(Q(A), R(B)),
ou` Q et R sont des foncteurs de remplacement cofibrant et fibrant dans Hk−CAlg. Ceci de´finit
un foncteur au niveau des cate´gories homotopiques
RSpec : Ho(Hk − CAlg)op −→ Ho(SPr(Hk −Aff)).
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Le lemme de Yoneda pour la cate´gories de mode`les (voir e.g. [HAGI]) implique que RSpec est
un foncteur pleinement fide`le.
Un objet dans l’image essentielle du foncteur RSpec sera dit affine. Comme le foncteur
RSpec commute avec les limites homotopiques et qu’il est pleinement fide`le, on voit qu’un fonc-
teur Hk − CAlg −→ SEns qui est limite homotopique d’affines est lui-meˆme affine.
De´finition 4.3 Un foncteur F : Hk − CAlg −→ SEns est homotopiquement de pre´sentation
finie si pour tout syste`me filtrant d’objets {Aα} dans Hk − CAlg, le morphisme naturel
HocolimαF (Aα) ≃ ColimαF (Aα) −→ F (HocolimαAα)
est une e´quivalence.
Soit maintenant B et B′ deux k-dg-alge`bres propres. On les voit a` travers l’e´quivalence
Ho(k − dg − alg) ≃ Ho(Hk −Alg) comme des Hk-alge`bres. On de´finit alors un foncteur
Eq(B,B′) : Hk − CAlg −→ SEns,
qui a` A ∈ Hk − CAlg associe
Eq(B,B′)(A) := HomeqHk−Alg(Q(B) ∧Hk A,R(Q(B
′) ∧Hk A)),
ou` Q et R sont des foncteurs de remplacement cofibrant et fibrant dans Hk −Alg. Ce foncteur
sera conside´re´ comme un objet dans Ho(SPr(Hk −Aff)).
Lemme 4.4 Le foncteur Eq(B,B′) est affine.
Preuve: La preuve de cette proposition se fait en deux e´tapes. On commence par conside´rer
un foncteur auxiliaire
Hom(B,B′) : Hk − CAlg −→ SEns,
qui a` A ∈ Hk − CAlg associe
Hom(B,B′)(A) := HomHk−Alg(Q(B), R(Q(B
′)∧HkA)) = HomHA−Alg(Q(B)∧HkA,R(Q(B
′)∧HkA)).
Ainsi, le foncteur Eq(B,B′) est un sous-foncteur de Hom(B,B′).
Commenc¸ons pas montrer que Hom(B,B′) est affine. Pour cela, on e´crit B comme une
colimite ColimnBn, ou` pour tout entier n il existe un carre´ cocarte´sien dans k − dg − alg
Bn // Bn+1
∐
i Sk(ni)
OO
//
∐
iDk(ni + 1),
OO
ou` le coproduit est pris sur l’ensembles des paires (ni, f), avec ni ∈ Z et f : Sk(ni) −→ Bn est un
morphisme (voir [Ho, §2]). Dans ce cas, le foncteur Hom(B,B′) est e´quivalent a` la limite homo-
topique HolimnHom(Bn, B
′). Pour tout n on dispose de plus d’un diagrmme homotopiquement
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carte´sien
Hom(Bn+1, B
′) //

Hom(Bn+1, B
′)
∏
iHom(Dk(ni + 1), B
′) //
∏
iHom(Sk(ni), B
′).
Comme les objets affines sont stable par limites homotopiques il nous suffit de ve´rifier que
pour un entier n les objets Hom(Dk(n), B
′) et Hom(Sk(n), B
′) sont affines. Comme Dk(n) est
e´quivalente a` k, on a Hom(Dk(n), B
′) ≃ RSpecHk. La k-dg-alge`bre Sk(n) est libre engendre´
par un e´le´ment en degre´ −n, on a pour tout A ∈ Hk − CAlg
Hom(Sk(n), B
′)(A) ≃MapHk−Mod(Hk,B
′ ∧LHk A[−n]).
Notons (B′)∨ := RHom(B′,Hk) le Hk-module dual (de´rive´) de B′ (notons que comme B′ est
propre, il est fortement dualisable comme Hk-module, voir [HAGII] pour la notion de fortement
dualizable). Conside´rons A0 la Hk-alge`bre commutative libre engendre´e par (B
′)∨[n]. Par
dualite´, on a pour A ∈ Hk − CAlg
(RSpecA0)(A) ≃MapHk−Mod((B
′)∨[n], A) ≃MapHk−Mod(Hk,B
′ ∧LHk A[−n]).
Le foncteur Hom(Sk(n), B
′) est donc isomorphe dans Ho(SPr(Hk −Aff)) a` RSpecA0.
L’e´quivalence RSpec A0 ≃ Hom(B,B
′) de´finit un morphisme de A0-alge`bres u : Q(B) ∧Hk
A0 −→ R(Q(B
′)∧HkA0). Notons K la fibre homotopique de ce morphisme dans Ho(A0−Mod).
Le sous-foncteur
Eq(B,B′) ⊂ Hom(B,B′) ≃ RSpecA0
est tel que pour tout A ∈ Hk−CAlg, Eq(B,B′)(A0) est le sous-ensemble simplicial deMapHk−CAlg(A0, A)
forme´ des morphismes v : A −→ A0 tels que K ∧
K
AA0 ≃ ∗. Comme les Hk-modules B et B
′ sont
parfaits, le sous-foncteur Eq(B,B′) est affine de la forme RSpec (A0)K (voir [HAGII, §1.2.10]). ✷
Lemme 4.5 Si B et B′ sont propres et lisses alors le foncteur Eq(B,B′) est homotopiquement
de pre´sentation finie.
Preuve: Soit {Aα} un syste`me filtrant dans Hk − CAlg de colimite homotopique A =
Hocolimα. On conside`re le carre´ commutatif
ColimαEq(B,B
′)(Aα) //

Eq(B,B′)(A)

ColimαHom(B,B
′)(Aα) // Hom(B,B
′)(A).
Par de´finition, les morphismes verticaux induisent des isomorphismes sur les πi pour i > 0 et
des injections sur les π0. De plus, B e´tant homotopiquement de pre´sentation finie on a
ColimαHom(B,B
′)(Aα) ≃ ColimαMapHk−Alg(B,B
′∧LAAα) ≃MapHk−Alg(B,HocolimαB
′∧LAAα)
≃MapHk−Alg(B,B
′ ∧LA (HocolimαAα)) ≃MapHk−Alg(B,B
′ ∧LA A) ≃ Hom(B,B
′)(A).
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Ainsi, on en de´duit que le morphisme horizontal du haut induit des isomorphismes sur les πi
pour i > 0 et une injection sur π0. Il nous reste a` voir que ce morphisme est aussi surjectif sur
les π0. Soit u : B ∧
L
Hk A ≃ B ∧
L
Hk A un isomorphisme dans Ho(A − Alg). Notons v un inverse
de u dans Ho(A−Alg). Comme
[B′ ∧LHk A,B ∧
L
Hk A] ≃ Colimα[B
′ ∧LHk Aα, B ∧
L
Hk Aα]
il existe un α tel que u et v soit de´fini sur Aα (nous noterons ces morphismes uα et vα dans
Ho(Aα −Alg)). De plus, on a uv = id dans [B
′ ∧LHk A,B
′ ∧LHk A]. Or, comme nous l’avons vu
ci-dessus on a
[B′ ∧LHk A,B
′ ∧LHk A] ≃ Colimα[B
′ ∧LHk Aα, B
′ ∧LHk Aα].
Ainsi, on peut choissir α de sorte a` ce que u et v soit de´finis sur Aα, et de plus uαvα = id. De
meˆme, on trouve que l’on peut choisir α de sorte a` ce que de plus vαuα = id. Ainsi, uα est un
isomorphisme dans Ho(Aα −Alg). Ceci termine la preuve du lemme. ✷
Corollaire 4.6 Soient B et B′ deux k-dg-alge`bres propres et lisses. Alors il existe un entier n
tel que pour tout A ∈ k − CAlg le morphisme d’ensembles simpliciaux
MapeqA−dg−alg(B ⊗
L
k A,B
′ ⊗Lk A) −→Map
eq
k−An−alg
(i∗n(B)⊗
L
k A, i
∗
n(B
′)⊗Lk A)
posse`de une re´taction dans Ho(SEns).
Preuve: Nous avons vu que le foncteur Eq(B,B′) est affine et homotopiquement de pre´sentation
finie (voir Lem. 4.4 et 4.5). De meˆme, on peut de´finir un foncteur Eqn(B,B
′), qui a` A ∈
Hk−Alg associe HomHk−An−alg(Q(i
∗
n(B)), R(Q(i
∗
n(B
′))∧HkA)). On laisse le soin aux lecteurs
de ge´ne´raliser les constructions pre´ce´dentes des alge`bres associatives aux alge`bres sur une ope´rade
dans Hk −Mod. En particulier, de fac¸on tout a` fait analogue au lemme 4.4 on montre que
Eqn(B,B
′) est affine. Notons A0 ∈ Hk − CAlg tel que RSpecA0 ≃ Eq(B,B
′). De meˆme,
notons An ∈ Hk − CAlg tel que RSpecAn ≃ Eqn(B,B
′). D’apre`s la proposition 2.9 on a
Eq(B,B′) ≃ HolimnEqn(B,B
′),
et donc, comme le foncteur RSpec est pleinement fide`le, on a
A0 ≃ HocolimnAn.
Enfin, comme Eq(B,B′) est homotopiquement de pre´sentation finie, A0 est homotopiquement
de pre´sentation finie dans Hk−CAlg, et donc il existe un entier n tel que le morphisme naturel
An −→ A posse`de une section dans Ho(Hk − CAlg). Ainsi,
Eq(B,B′) ≃ RSpecA −→ Eqn(B,B
′) ≃ RSpecAn
posse`de une re´traction dans Ho(SPr(Hk −Aff)). En prenant les valeurs sur A ∈ Hk − CAlg
on trouve que le re´sultat annonce´. ✷
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4.2 Preuve du the´ore`me
Nous sommes maintenant en mesure de de´montrer notre the´ore`me 4.1.
Fixons un type ν et un entier d ≥ 0. D’apre`s le the´ore`me 3.8 il existe une k-alge`bre com-
mutative A0 et une A-dg-alge`bre B0 propre de type ν, lisse et de dimension cohomologique
infe´rieure a` d qui ve´rifie la conditions suivante: pour toute k-dg-alge`bre B propre, lisse et de
dimension cohomologique infe´rieure a` d, il existe des e´le´ments f1, . . . fm ∈ k, et des morphismes
A0 −→ k[f
−1
i ] tel que B0⊗
L
A0
k[f−1i ] et B⊗k k[f
−1
i ] soient isomorphes dans Ho(k[f
−1
i ]−dg−alg)
(pour tout i).
On conside`re A1 := A0 ⊗k A0, et deux A1-dg-alge`bres
B1 := B0 ⊗
L
A0 (A0 ⊗k A0) B2 := (A0 ⊗k A0)⊗
L
A0 B.
D’apre`s le corollaire 2.11, et le corollaire 4.6 on sait qu’il existe un entier n(ν, d) qui ve´rifie
les deux conditions suivantes.
1. Le morphisme
L(in)!i
∗
n(B0) −→ B0
posse`de une section dans Ho(A0 − dg − alg).
2. Pour tout A ∈ A1 − CAlg, le morphisme
MapeqA−dg−alg(B1 ⊗
L
A1 A,B2 ⊗
L
A1 A) −→Map
eq
A−An−alg
(i∗n(B1)⊗
L
A1 A, i
∗
n(B2)⊗
L
A1 A)
posse`de une re´taction dans Ho(SEns).
La proprie´te´ semi-universelle du couple (A0, B0) rappele´e plus haut implique alors le point
(1) et la seconde partie du point (2) du the´ore`me (celle concernant les Mapeq). Cela dit, le point
(1) du the´ore`me implique aussi la premie`re partie du point (2) a` l’aide de l’e´quivalence
Mapk−An−alg(i
∗
n(B), i
∗
n(B
′)) ≃Mapk−dg−alg(L(in)!i
∗
n(B), B
′).
Ceci termine la preuve du the´ore`me 4.1. ✷
En corollaire de la preuve pre´ce´dente on voit que l’entier n(ν, d) peut eˆtre choisi inde´pendant
du l’anneau k. En effet, si X = SpecA −→ Fν,d,Z un e´pimorphisme Zariksi local, ou` Fν,d,Z ∈
̂Z−Aff est de´fini comme dans la preuve du the´ore`me 3.8 mais pour k = Z. Alors, le morphisme
induit X ×Spec k −→ Fν,d,Z×Spec k est encore un e´pimorphisme Zariski local dans ̂k −Aff ≃
̂Z−Aff/Spec k. Or, Fν,d,Z × Spec k est le pre´faisceau de´fini dans la preuve du the´ore`me 3.8.
Ainsi, le couple (A0, B0) utilise´ en de´but de preuve du the´ore`me 4.1 ci-dessus peut eˆtre choisi de
la forme (A⊗Z k,B ⊗
L
A (A⊗Z k)), pour B une certaine A-dg-alge`bre propre et lisse. La version
finale du the´ore`me de finitude homotopique est alors la suivante.
The´ore`me 4.7 Soient ν un type et d ∈ N. Alors, il existe un entier n(ν, d) tel que pour tout
anneau commutatif k les deux proprie´te´s suivantes sont satisfaites.
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1. Pour toute k-dg-alge`bre B propre et lisse, de type ν et de dimension cohomologique infe´rieure
a` d, il existe des e´le´ments f1, . . . , fn ∈ k avec
∑
i fi = 1 et tels que pour tout i les mor-
phismes naturels
L(in(ν,d))!i
∗
n(ν,d)(B ⊗k k[f
−1
i ]) −→ B ⊗k k[f
−1
i ]
posse`de une section dans Ho(k[f−1i ]− dg − alg).
2. Pour deux k-dg-alge`bres B et B′ propres et lisses, de type ν et de dimension cohomologique
infe´rieure a` d, il existe des e´le´ments f1, . . . , fn ∈ k avec
∑
i fi = 1 et tels que pour tout i
les morphismes d’ensembles simpliciaux
Mapk[f−1i ]−dg−alg
(B⊗kk[f
−1
i ], B
′⊗kk[f
−1
i ]) −→Mapk[f−1i ]−An(ν,d)−alg
(i∗n(ν,d)(B⊗kk[f
−1
i ]), i
∗
n(ν,d)(B
′⊗kk[f
−1
i ]))
Mapeq
k[f−1i ]−dg−alg
(B⊗kk[f
−1
i ], B
′⊗kk[f
−1
i ]) −→Map
eq
k[f−1i ]−An(ν,d)−alg
(i∗n(ν,d)(B⊗kk[f
−1
i ]), i
∗
n(ν,d)(B
′⊗kk[f
−1
i ]))
posse`dent des re´tractions dans la cate´gorie Ho(SEns).
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